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1. FORMA VARIACIONAL DE LA ECUACION DEL CALOR

En régimen estacionario, la distribucién de temperaturas 7" sobre un cuerpo B estd gobernada
por la ecuacion del calor

V- (kVT)+ f=0 sobre B (1)

donde k es la conductividad térmica del material y f es una fuente interna de calor distribuida
en B.

Figura 1: Dominio del analisis térmico

Como se observa en la figura 1, 3 tiene su frontera S dividida en dos porciones: Sr, donde
se impone la temperatura 7', y S, donde se impone el flujo de calor g. La ecuacion del calor (1)
estd entonces sujeta a las condiciones de borde

T =T  sobre Sy (Condicién de borde tipo Dirichlet) 2)
—kVT -n=q  sobre S, (Condicién de borde tipo Neumann) 3)

siendo m el vector unitario saliente normal a la frontera S.

La solucién 7' debe pertenecer al conjunto )V de funciones suficientemente suaves (esto es,
continuas y de derivadas parciales continuas hasta un orden suficientemente grande) que satis-
facen la condicion de borde en la porcién Sy de la frontera:

V = {u suficientemente suave tal que u = T sobre Sy} 4)
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Dada un funcién arbitraria 7' € V, definimos la variacién de 7' € V como
ST =T-T (5)
Luego, 07" pertenece al espacio de variaciones admisibles

W = {u suficientemente suave tal que u = 0 sobre St} (6)

Multipliquemos la equacion de calor (1) por 67"y luego integremos sobre 5:

/ V- (kVT)TdV = — / FOT AV )
B B

Noétese que
V - (kVTST) =V - (kVT)0T + kVT - VT ()

donde el primer término del lado derecho es el integrando del lado izquierdo de la ecuacion (7).
Luego, el lado izquierdo de la ecuacion (7) se puede descomponer como:

/ V - (EVT)6T AV = / V - (EVTST)dV — / ENVT - VT dV )
B B B
Apliquemos el teorema de Gauss al primer término del lado derecho:

/ V. (kVTST)dV = / (kVTST) - ndS = / kVT - néT dS (10)
B S S

Como 67 = 0 sobre Sr:

/k:VT-n(STdS:/ EVT -noT dS (11)
S S,

Sobre &, tenemos la condicion de borde —kVT - n = ¢, asi que el primer término del lado
derecho de la ecuacién (9) resulta finalmente

/V~(k;VT6T) dV:—/ goT dS (12)
B S,

q

Introduciendo ésta en la ecuacién (9), tenemos

/V (V)T AV = —/ gords — / ENVT - VT dV (13)
B S B

q

Introduciendo esta ecuacion en la ecuacion (7), llegamos a la forma variacional o débil de la
ecuacion del calor: hallar 7' € V tal que

/k;VT~V(5TdV:/f5TdV—/ goT ds (14)
B B Sy

para toda variacion admisible 07" € W.
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Figura 2: Conduccién de calor en un dominio rectangular
2. CONDUCCION DE CALOR EN UN DOMINIO RECTANGULAR
Sea un dominio rectangular B = [0,,] x [0,,] como el de la Figura 2, donde la pared

izquierda (x = 0) se mantiene a temperatura 7' = 0. En el dominio actia una fuente interna de
calor de magnitud f.

El problema de conduccién de calor en este dominio, planteado en forma variacional por
la ecuacién (14) sin flujo de calor superficial (7 = 0), consiste en hallar la distribucién de
temperaturas 7' = T'(z, y) para todo (z,y) € B tal que

o ply o [ly
/ / EVT -VoT dedy = / foT dxzdy (15)
o Jo 0

0

para toda variacion admisible 07" de la temperatura.

2.1. Discretizacion del problema variacional

A continuacién, describimos como discretizar el problema variacional (15), es decir, aproxi-
marlo por un sistema de ecuaciones algebraicas con un nimero finito de incégnitas. Proponemos
por ejemplo el siguiente espacio de soluciones

VY = {utal que u = zP,(z,y)} (16)

donde P,(z,y) es un polinomio completo de orden n. Nétese que las funciones u € V tienen
orden n en la variable y y orden n + 1 en la variable z, y pueden hacerse tan suaves como
se quiera adoptando n suficientemente grande. El problema se torna discreto al adoptar n
finito.

Ademads, al multiplicar P, por x se garantiza que toda u € ) satisfaga automaticamente la
condicion de borde Dirichlet w = 0 en x = 0.

Recordemos que un polinomio F,, de orden n en dos variables x e y estd dado por

n n—i

P,(x,y) = Z Z ozjz-xjyi (17

i=0 j=0



donde oj; es un numero real. Por ejemplo,

Py(z,y) = ago = constante (18)

Pi(z,y) = ag + a0z + any = Py + a0z + a1y (19)

Py(x,y) = ago + 10T + @ox” + agry + anzy + agey’ = Pi + anr’ + anzy + agy’
(20)

Griéficamente, los monomios del polinomio P, (z, y) quedan definidos por el tridngulo de Pascal
(Figura 3).

oaly -yt n=2
&y wyt---yt n=3

! 3 27 2 3 1
XY Y- Y n=4

Figura 3: Tridngulo de Pascal

Asi, explicitamente, la solucién 7' € V resulta
T(z,y) = agox + a102” + anxy + asx’ + anx’y + agpry® + . .. 21

con los coeficientes reales a;; como incognitas a determinar. La ecuacion anterior puede escri-
birse en forma matricial como

T(r,y)=A-X=ATX=X"A (22)
con
o F T
(0310) 5132
ao1 ry
A= |an|, X=|2° (23)
a1 2%y
@02 xy®

El gradiente de 7" resulta:

or ) )
A ae | _ a0 + 2xai0 + yaer + 3x*ax + 2xyar + yap +...|
vi= |:?9_§:| N |: 0+0—|—l’a01+O—|—Z‘2a11—|—2xya02+.” =BA (24)

con

1 2z 0y 322 2xy  y: ...
B = {O 0 =z 0 22 21y (25)



Toda otra funcién T € V puede expresarse como
T(z,y) = ATX = XTA (26)
con
Qoo
a1o
Qo1

(20 27

a11

N
I

ap2

siendo los coeficientes a,; nimeros reales arbitrarios (y por ende, el vector A resulta arbitrario).
En forma matricial, la variacién 07" € VV puede escribirse como

T=T-T=56ATX =X"5A (28)
con §A = A — A, arbitrario. El gradiente de 07" resulta entonces
V(6T) = B{A (29)

Ahora, remplazando las formas matriciales de 7', 97"y sus gradientes en la forma variacional
de la ecuacion del calor dada por la ecuacién (15), obtenemos

Iz ly lo ly
/ / k(BSA)"(BA)dzdy = / fOATX dx dy (30)
0 0 0 0
le ly lo ly
/ / kATBTBAdxdy = / / FOATX dzdy (31)
0 0 0 0
Lo fly lo ply
SAT < / / kBTBdz dy> A = AT < / fX dzx dy) (32)
0 0 0 0
(33)

Considerando que el vector § A es arbitrario, llegamos al siguiente sistema lineal de ecuaciones
algebraicas con A como incognita

KA=F (34)
con
lo ply
K = / / kBTBdzdy (35)
0 0
la ly
F= / fX dzdy (36)
0 0

Nétese que la matriz K es simétrica, o sea, K = K.



2.2. Ejemplo 1: Conduccion de calor en un dominio rectangular con fuente de calor

uniforme

Aproximemos la solucién 7" suponiendo n = 1, esto es, I’ es una funcion cuadrética de la
variable x y lineal de la variable y. Con n = 1, la aproximacién de 7" s6lo contiene los términos

con coeficientes a;; donde 7 + 7 < 1:

aopo T 1 2x Yy
A= |ay|, X=|22|, B= L2z y ., B'B= |2z 42®> 2y
0 0 =z 9 g
a1 Ty Yy 2xy ¢4y

Asumiendo f y k constantes, tenemos

e ple [3Ly/2
F:f/ X dedy = f |1%1,/3
0 Jo 1212 /4
ol L1, 121, I12/2
K=k / / B'Bdudy =k | 2, ABL/3 P2
0 Jo LE2/2 B2 (Bl + 1LE)/3

Paral, =2m, [, = 1m, f = 0,8 W/m?, k = 10 W/(mK), resulta

1,60 20 40 10 0,1667
F=|213, K=1[40 10667 20 |, A=K 'F=|-004
0,30 10 20 33,33 0

Finalmente, la distribucién de temperaturas en el dominio puede aproximarse como
T = 0,1667x — 0,042 = T ()

Esta solucidn es graficada en la Figura 4.
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Figura 4: Ejemplo 1: Distribucién de temperaturas

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)



2.3. Ejemplo 2: Conduccion de calor en un dominio rectangular con fuente de calor
variable

Supongamos el mismo problema del ejemplo 1, a excepcion de considerar que la fuente de
calor varia a través del dominio segun la expresion

f(z,y) = sen 7;_3: sen 7;—3/ (42)
x y

Esta fuente de calor es ilustrada en la Figura 5.

Fuente

Figura 5: Ejemplo 2: Fuente variable f = f(z,y)

La matriz K es idéntica que en el ejemplo anterior

20 40 10
K = [40 106,67 20 (43)
10 20 33,33

y s6lo debemos recalcular

e fle 2021, /7 0,8106
T Y 9 T3 4
F = Sel —— sen l_X dedy = |2(n* — 4151, /7* | = 10,9641 (44)
o 7o v v lﬁli/ﬂZ 0,4053
Luego,
0,08901
A=K 'F=|-0,02464 (45)

0
Finalmente, la distribucién de temperaturas en el dominio puede aproximarse como
T = 0,08901z — 0,024642° = T'(z) (46)

Esta solucidn es graficada en la Figura 6.
Esta aproximacion es pobre por cuanto no alcanza a captar la variacién de 7" en la direccién
y. Para mejorarla, debemos aumentar el nimero de términos en el polinomio aproximante.
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Figura 6: Ejemplo 2: distribucién de temperatura paran = 1

Si tomamos n = 2, tenemos

_aoo_ KA
aio 1’2
A= ZZ; s X = ig )
aiy $2?J
| Q02 | _$?JZ_
[ 1 22 y

2¢  4a? 21y

y  2xy 22 +y?
322 6a° 32y
2ay 4x%y 2xy? + 28

2 2xy? oy 4+ 22%y

B'B =

Luego:

lo plo
F:/ / senﬂ—xsenw—dexdy:
o Jo le ly

20
40
S - 10

K = /o B'Bdxdy = 30
20
20/3

1 22y 3% 22y P

B = 0 0 z 0 22 2y
32 21y y? |
6> 4x%y 21>
3x%y  2xyt 42 P+ 22%y
924 623y 3x2y?
623y  4x’y? + 2 22y + 223y
322y? 2wy + 223y yt + day? ]

70,8106
0,9641
0,4053
1,2712
0,4821

0,2410

40 10 80 20 20/3]
320/3 20 240 160/3 40/3
20 100/3 40 160/3 95/3
240 40 576 120 80/3
160/3 160/3 120 896/9 50

40/3  95/3 80/3 50  356/9)
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de donde

[ 0,08027 ]
—0,02464
0,00324
0
0
| 0,00324

A=K 'F=

D

Finalmente, para n = 2, la distribucién de temperaturas en el dominio puede aproximarse como

T = 0,08927z — 0,024642> + 0,03242y — 0,03242y* = T(z,y)

Esta solucidn es graficada en la Figura 7.
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Figura 7: Ejemplo 2: distribucién de temperatura para n = 2

La Figura 8 permite comparar las aproximaciones paran = 1y n = 2.

. Temperatura en y=1,/2 oo Temperatura en z=1[,/2
0.08 ? 00654 I/\‘.
0.07 0.0653 K "-._
s
= 006 0.0652
iy
< 005 0.0651
g e
g 0.04 & - n=1 0.065 n=1
F‘U 0.03 ..-". n=2 0.0649 n=2
0.02 00648l &
0.01 __-" 0.0647f,
0 05 1 15 2 00 02 04 06 08 1
T Y

Figura 8: Ejemplo 2: temperatura a lo largo de las lineas y = I, /2y x =, /2 paran=1yn =2

(52)
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